
Ogólna teoria miary

Lista 1 (pier±cienie i póªpier±cienie)

De�nicja. Rodzin¦ S podzbiorów zbioru X nazywamy póªpier±cieniem je±li speªnione s¡
warunki

(Przekrój) ∀A,B∈S A ∩B ∈ S,

(Pseudo-Ró»nica) ∀A,B∈S ∃{C1,...,Cn}⊂S A \B = C1 t C2 t ... t Cn,

gdzie symbol �t� oznacza sum¦ rozª¡czn¡ zbiorów.

Zad 1. Czy ka»dy niepusty póªpier±cie« zawiera zbiór pusty?

Zad 2. Pokaza¢, »e w de�nicji póªpier±cienia warunek (Pseudo-Ró»nica) mo»na zast¡pi¢
warunkiem

(Pseudo-Ró»nica') ∀A,B∈S
A⊂B

∃D0,...,Dn⊂X
Di\Di−1∈S

B = D0 ⊂ D1 ⊂ ... ⊂ Dn = A.

Zad 3. Sprawdzi¢, czy nast¦puj¡ce rodziny zbiorów s¡ póªpier±cieniami podzbiorów X:

a) P = {[a, b] : a, b ∈ R}, X = R, b) P = {(a, b) : a, b ∈ R}, X = R,

c) P = {[a, b) : a, b ∈ R}, X = R, d) P = {[a, b)× [c, d) : a, b, c, d ∈ R}, X = R2,

e) P = {{z ∈ C : |z| < R} : R ∈ R}, X = C,

f) P = {{z ∈ C : r ≤ |z| < R} : R, r ∈ R}, X = C.

Zad 4. Które z przestrzeni topologicznych posiadaj¡ t¦ wªasno±¢, »e klasa zbiorów ot-
wartych tworzy póªpier±cie«?

De�nicja. Rodzin¦ S podzbiorów zbioru X nazywamy pier±cieniem je±li speªnione s¡
warunki

(Suma) ∀A,B∈S A ∪B ∈ S,

(Ró»nica) ∀A,B∈S A \B ∈ S.

Zad 5. Pokaza¢, »e ka»da rodzina zbiorów speªniaj¡ca warunek (Ró»nica) jest póªpier±-
cieniem, ale nie ka»dy póªpier±cie« speªnia warunek (Ró»nica). Pªynie st¡d zatem wniosek,
»e ka»dy pier±cie« jest póªpier±cieniem, ale nie ka»dy póªpier±cie« jest pier±cieniem.

Zad 6. Niech P b¦dzie póªpier±cieniem podzbiorów X. Wykaza¢, »e rodzina

R =

{
n⋃

i=1

Ai : Ai ∈ P, i = 1, ..., n

}
jest najmniejszym pier±cieniem zawieraj¡cym P .

Zad 7. Czy w de�nicji pier±cienia mo»na zast¡pi¢ warunek (Suma) warunkiem (Przekrój)?

Zad 8. Sprawdzi¢, czy w de�nicji pier±cienia mo»na zast¡pi¢ warunek (Ró»nica) warunk-
iem

(Ró»nica Symetryczna) ∀A,B∈S A∆B ∈ S,

gdzie A∆B = A \B ∪B \ A oznacza ró»nic¦ symetryczn¡ zbiorów.

Zad 9. Wykaza¢, »e rodzina zbiorów jest pier±cieniem wtedy i tylko wtedy, gdy speªnia
warunki (Przekrój) i (Ró»nica Symetryczna) .

Zad 10. Udowodni¢, »e je±li R jest pier±cieniem zbiorów oraz zde�niujemy na R operacje
�mno»enia� i �dodawania� wzorami

A�B := A ∩B, A⊕B := A∆B,

to R staje si¦ pier±cieniem w sensie algebraicznym. Jest to tak zwany pier±cie« Boole'a.


