Ogoélna teoria miary
Lista 1 (pierscienie i polpierscienie)

Definicja. Rodzine S podzbioréw zbioru X nazywamy pdtpierscieniem jesli spetnione sg
warunki

(Przekrc’)j) \V/A,Bes ANBeS,
(Pseudo-Roznica) vA,BeS El{Cl,...,Cn}CS A \ B=CiuCyU...ud,,

gdzie symbol ,,LI” oznacza sume roztaczna zbioréw.
Zad 1. Czy kazdy niepusty potpierécien zawiera zbior pusty?
Zad 2. Pokaza¢, ze w definicji polpierscienia warunek (Pseudo-Rdéznica) mozna zastapi¢

warunkiem

(Pseudo-Rbéznica?’) Vases dbpy..oncx B=DyCD;C..CD,=A.

AcCB D\D;_y €8
Zad 3. Sprawdzi¢, czy nastepujace rodziny zbioréw s polpierécieniami podzbiorow X:
a) P={[a,b] : a,b € R}, X =R, b) P={(a,b) :a,b € R}, X =R,
¢) P={[a,b):a,be R}, X =R, d) P ={[a,b) x [¢,d) : a,b,c,d € R}, X = R?,
e) P={{ze€C:|z| <R}: ReR}, X =C,
f)y P={{zeC:r<|z|<R}:R,reR}, X=C.

Zad 4. Ktore z przestrzeni topologicznych posiadajg te wlasnos$é, ze klasa zbioréw ot-
wartych tworzy polpierscien?

Definicja. Rodzine S podzbioréow zbioru X nazywamy pierscieniem jesli spelnione sa
warunki

(Suma) VA7365 AUB e S,
(R6znica) Va.Bes A\ BeS.

Zad 5. Pokazaé, ze kazda rodzina zbiorow spelniajaca warunek (Réznica) jest poOlpiers-
cieniem, ale nie kazdy potpierScien spelnia warunek (Réznica). Plynie stad zatem wniosek,
ze kazdy pierécien jest polpierScieniem, ale nie kazdy polpierscien jest pierécieniem.

Zad 6. Niech P bedzie potpierScieniem podzbiorow X. Wykazaé, ze rodzina

R = {OAi:Ai e P, izl,...,n}

i=1
jest najmniejszym pierscieniem zawierajacym P.

Zad 7. Czy w definicji pierscienia mozna zastapi¢ warunek (Suma) warunkiem (Przekr6j)?
Zad 8. Sprawdzi¢, czy w definicji pierScienia mozna zastapi¢ warunek (Réznica) warunk-
iem

(R6znica Symetryczna) VA Bes AAB € S,

gdzie AAB = A\ BU B\ A oznacza réznice symetryczng zbiorow.

Zad 9. Wykazac¢, ze rodzina zbioréw jest pierécieniem wtedy i tylko wtedy, gdy spetnia
warunki (Przekr6j) i (R6znica Symetryczna) .

Zad 10. Udowodni¢, ze jeSli R jest pierScieniem zbioréw oraz zdefiniujemy na R operacje
,mnozenia” i ,dodawania” wzorami

A®B:=ANB, A®B:=AAB,

to R staje si¢ pierScieniem w sensie algebraicznym. Jest to tak zwany pierscieri Boole’a.



